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ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ КОЛЬЦЕВОЙ ФОРМЫ С 

АЗИМУТАЛЬНЫМИ РАЗРЕЗАМИ ЭЛЕКТРОДОВ 
 
 
В пьезоэлектрических вибраторах круглой конфигурации собственные формы 

осесимметричных колебаний, начиная со второй собственной частоты имеют узловые 
концентрические круги. Вследствие возникновения зон растяжения и сжатия снижается 
эффективность электромеханической связи. Во избежание такого недостатка предложено 
разрезать электродное покрытие по узловым концентрических кругах. Опубликованные 
теоретические исследования в этом направлении не дают достаточной информации анализа 
этого явления, что и повлекло изложенные в данной статье исследования  

Авторами получено общее решение задачи об электромеханических колебаниях 
пьезокерамической кольцевой пластины. Для пластин с радиальными разрезами электродного 
покрытия при различных условиях закрепления (свободный край  - свободный край, свободный 
край - жестко защемленный край) численно определены  и проанализированы спектры 
собственных частот колебаний и зависимость форм колебаний от количества и геометрии 
разрезов. 

Ключевые слова: пьезокерамическая кольцевая пластина, радиальные разрезы покрытия 
электродов, неосесимметричные электромеханические колебания, спектры собственных 
частот. 

 
Анализ современного состояния проблемы. Круговые тонкие пьезокерамические диски 

со сплошными и разрезаными електродами используются, как элементы ультразвуковых 
электромеханических преобразователей для излучения и прийома акустических колебаний, а 
также в резонаторах и фильтрах частот [4,6,7]. Концентрические электроды у виде 
разделенных кольцевыми разрезами или неполного електродного покрития дают воможность 
выделять вибранные обертоны и гасить нежелательные колебания [4,7]. Возможны 
множественные варианты как електрического соединения концентрических електродов, так и 
размещения неполного електродного покрития. В пьезоэлектрических вибраторах круглой 
конфигурации (диски и кольца) собственные формы осесимметричных колебаний, начиная со 
второй собственной частоты ( на обертонах ) имеют узловые концентрические круги [2,4,7]. 
Вследствие возникновения зон растяжения и сжатия снижается эффективность 
электромеханической связи. Во избежание такого недостатка предложено [4,7,8] разрезать 
электродное покрытие по узловым концентрических кругах. Опубликованные теоретические 
исследования в этом направлении не дают достаточной информации анализа этого явления, 
что и повлекло изложенные в данной статье исследования. 

Постановка и общее решение задачи.  Планарные гармонические колебания 
пьезоэлектрической круглой пластины с электродироваными лицевыми плоскостями 

2hz   при плоском напряженном состоянии ( ,,   zzrzzz uu 0 0 yx EE )  в 

случае осесимметричной  деформации описываются уравнением [1-3] 
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и формулами для механических напряжений и электрической индукции 
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  z
T

zrz EddD 333331    
 
В соотношениях (1) , (2) EE SS 1211,  - упругие постоянные при нулевом электрическом поле , 

31d  пьезоэлектрическая постоянная , EE
E ss 1112 - аналог коэффициента Пуассона,  - 

плотность материала [4,5]. 
Рассмотрим кольцевую пластину Nrrr 0  с двусторонними разрезами электродного 

покрытия по кольцевым линиям nrr  , где ( 1,...,1  Nn ). Решение уравнения (1) при 

гармонических колебаниях iwtrftrf a exp)(Re),(  будет  
 

     rkYRBrkJRAru EE
a
r 1111  ,       10 rrr   

     rkYRBrkJRAru EnEn
a
r 11       , NN rrr 1                                          (3) 

 
Решению (3) соответствуют механические напряжения aa

rr  ,  и электрическая индукция  
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Nnrrr nn ...2,1,1   

Здесь используются обозначения 

       rkJ
r

R
vrkRJkrka EEEEE 101 1 , 

       rkY
r

R
vrkRYkrkb EEEEE 101 1 , 

       rkJ
r

R
vrkRJkvrka EEEEEE 102 1 , 

       rkY
r

R
vrkRYkvrkb EEEEEE 102 1  

 2
11 1 E
E

E ss  , nzaE ,  –  амплитуды напряженности электрического поля tiEE nzanz  expRe ,,  на 

кольце nn rrr 1 . Принимается допущение, что для всех колец  nn rrr 1  остаются 

справедливыми предположение о плоском напряженном состоянии и во всех них 
электрический потенциал поля независимый от планарных координат и изменяется по 
толщине по линейному закону. 

Из условий сопряжения по линиях разреза nr электродов при совершенном механическом и 
электрическом контактах  

 
   trutru nrnr ,0,0  ,         trtr nrnr ,0,0     1,...,1  Nn                                (5) 

 
получим систему уравнений 
 

       1111111111 rkYBrkJArkYBrkJA EnEnEnEn   , 

       nzaEEnEn EdvrkbBrkaA ,131111 1       113111111 1   nzaEEnEn EdvrkbBrkaA , .        (6) 



 
 
 
 

ВОДНИЙ ТРАНСПОРТ, ВИПУСК 1(28), 2019 

12 
 

1,...,1  Nn  

Пользуясь рекуррентными формулами, можно определить  nA , nB ,  через 1A , 1B , 
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Nn ,...,2,1 ,                                      

Из граничных условий при 0rr   вытекают следующие алгебраические уравнения: 

для жестко закрепленного края   0,0 trur  
 

    0011011  rkYBrkJA EE ,                                                  (8) 

 
а для свободного от напряжений края   0,0  trr . 

 
      1,13011011 1 zaEEE EdvrkbBrkaA                                              (9) 

Из граничных условий при Nrr   вытекают алгебраические уравнения: 

 
для жестко закрепленного края   0, tru Nr  
 

    011  NENNEN rkYBrkJA ,                                                 (10) 

 
а для свободного от напряжений края   0,  trNr  
 

      NzaENENNEN EdvrkbBrkaA ,1311 1                                             (11) 

Если подставить (7) в ( 10 ), то получим 
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причем 
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Если подставить (7) в (11 ), то получим 
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Таким образом будем иметь четыре возможные комбинации граничных условий  при 

0rr   и Nrr  , и соответствующие им системы для определения неизвестных постоянных 1A , 

1B ,  и частотное уравнение для определения частот свободных колебаний: 

1.Жестко закреплен край 0rr   - жестко закреплен край Nrr   
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    0011011  rkYBrkJA EE , 
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2. Жестко закреплен край 0rr  - свободный от напряжений край Nrr   
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3. Свободный от напряжений край 0rr  - жестко закреплен край Nrr   
 

      1,13011011 1 zaEEE EdvrkbBrkaA  , 

           









1

1
1

1

1
11111

N

n
nEnNE

N

n
nEnNENENE rkrkYrkrkJrkYBrkJA ;                       (16) 

0

)()(000000

)()()()(0000

)()()()(0000

00)()(0000

0000)()(00

0000)()()()(

0000)()()()(

000000)()(

11

111111111

11111111

2121

2121

11111111

11111111

0101

















NN

NNNN

NNNN

NN

kJkJ

kbkakbka

kYkJkYkJ

kbka

kJkJ

kbkakbka

kYkJkYkJ

kbka



















 

 



 
 
 
 

ВОДНИЙ ТРАНСПОРТ, ВИПУСК 1(28), 2019 

14 
 

4.  Свободный от напряжений край - 0rr   -  свободный от напряжений край Nrr   
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Если внутреннее кольцо 10 rrr   вырождается в круглую пластину 10 rr  , то есть 

00 r , то решением для него будет функция 
 

   rkRJArU Er 11 ,      10 rr                                                        (18) 
 
т.е. постоянная 01 B  . Тогда в (7) также 01 B .  Граничных условий (8) , (9) не будет, а условия 

(10) , (11) перейдут в следующие формулы для определения 1A : 
-    при жестком закреплении   0, tru Nr  
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- при свободном от напряжений крае   0,  trNr  
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2. Численные результаты и их анализ.  

Рассмотрим пьезокерамическую кольцевую пластину со свойствами  
 

37740 мкг , НмsE 212
11 10215  , , ,, НмsE 212

12 1085   НКлd 12
31 10125  ; 

 200021  ,, zaza EE  в/м,   

что соответствует пьезокерамике ЦТС-19 [1,5,6],  
Численный анализ проводился для пластины с геометрией 140 40 40  R/rr,.R/rr   

Предполагалось, что разрезы электродного покрытия делят пластину на четыре кольца с 
шириной колец 4231 , hhhh   двух слоев шириной соответственно 1h  и 2h , а ширина пакета  

2/)( 0421 rrhhh  .  
В нашем случае предполагалось наличие двух пакетов, что обеспечивается тремя 

разрезами. Ширина пакета равнялась 2/)( 04 rrh  . 
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Численные эксперименты показали, что значения собственных частот колебаний не 
зависят от наличия разрезов электродов. 

Рассматриваемые варианты подключения электродов приведены в таблице 
Таблица 1 

r  10 rrr   21 rrr   32 rrr   Rrr 3  

Напряженность 
(1 вид соединения) 

E  - E  E  E  

Напряженность 
(2 вид соединения) 

E  0 E  0 

Напряженность 
(3 вид соединения 

E  0 0 0 

 

 
                       a                                                 b                                            с 

Рисунок 1 – Формы колебаний для 1го вида соединения электродов 
 

На рис. 1  для 1го  вида соединения электродов приведены формы колебаний при 
15.0/22  Rhh  второй (a), третьей (b) и пятой (c) моды колебаний, для следующих граничных 

условий:  
2 жестко закрепленый край 0rr   и свободный от напряжений край 4rr  (пунктирная 

кривая), а значение первых пяти безразмерных собственных частот следующие
59297,23,36553,18,14434,13,93913,7,76583,2 54321  ) и  

3 свободный от напряжений край 0rr   и жестко закрепленый край 4rr   (сплошная 

кривая), а значение первых пяти безразмерных собственных частот будут 
62303,23,40479,18,20123,13,04387,8,20884,3 54321  )  

 
Рисунок 2 – Формы колебаний для различных видов соединения электродов 

 
На рис. 2  приведены  формы колебаний для 1го вида соединения электродов (сплошная 

кривая),  2го вида ( точечная кривая), 3го вида (пунктирная кривая) при 15.0/22  Rhh для тех 
же граничных условий что и на рис. 1. Из полученных результатов следует: вид соединения 
электродов влияет на величину амплитуды колебаний. 



 
 
 
 

ВОДНИЙ ТРАНСПОРТ, ВИПУСК 1(28), 2019 

16 
 

 Проанализируем влияние ширины электродированого кольца на амплитуду колебаний 
для различных частот, при разных граничных условиях.  

 

 
                                a                                                      b                                                        с 

Рисунок 3 – Формы колебаний для различных мод для граничных условий 2 
 

Для граничных условий 2 (жестко закрепленый край 0rr   и свободный от напряжений 

край 4rr  ) на рис.3 представлены формы колебаний  для  различных мод(второй (a), третьей 
(b) и пятой(c)). 

Для граничных условий 3 (свободный от напряжений край 0rr   и жестко закрепленый 

край 4rr  ) аналогичные результаты представлены на рис.4. 
 

 
                         a                                             b                                            с 

 
Рисунок 4 – Формы колебаний для различных мод для граничных условий 3 

 
Анализ результатов представленных на рис.3 и рис. 4 показал, что изменением толщины 

слоев можно изменять амплитуду колебаний и добиться ее нулевого значения. 
Узловая точка обусловленная разрезами, как показали численные эксперименты может 

быть только одна для выбранного типа разрезов. Нулевого значения амплитуды колебаний 
при первом типе соединений можно добиться изменением ширины одного из слоев в пакете. 

Выводы. В тонких кольцевых пьезокерамических пластинах с азимутальными 
разрезами электродов  на лицевых плоскостях возбуждаются планарные колебания. В статье 
получено общее решение соответствующей задачи. Для двух типов альтернативных 
граничных условий численно проанализирована  спектральная задача.  

В  работе  показано, что азимутальные двусторонние разрезы электродов не приводит к 
изменению собственных частот колебаний кольцевой пьезокерамической пластины. Узловые 
точки колебаний совпадают при всех возможных вариантах соединений электродов и в 
окрестности узловых точек формы колебаний, как правило, меняют значение амплитуды на 
противоположное по знаку. Изменением радиуса разреза можно изменять амплитуду формы 
колебаний, за исключением случая параллельной поляризации всех колец.  
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Показано, что введением разрезов можно существенно изменить форму колебаний. 
Установлено количество узловых линий собственных форм и зависимость их числа от 
количества разрезов и типа соединений электродов.  по радиальной координате (форма по 
азимуту определяется количеством радиальных разрезов). 
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Левченко В.В., Безверхий О.І., Макієвський О.І. 
ГАРМОНІЧНІ КОЛИВАННЯ П'ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ 
ПЕРЕТВОРЮВАЧІВ КІЛЬЦЕВОЇ ФОРМИ З АЗИМУТАЛЬНИМИ РОЗРІЗАМИ 
ЕЛЕКТРОДІВ 

У п'єзоелектричних вібраторах круглої конфігурації власні форми осесиметричних 
коливань, починаючи з другої власної частоти мають вузлові концентричні кола. Внаслідок 
виникнення зон розтягування і стиснення знижується ефективність електромеханічного 
зв'язку. Щоб уникнути такого недоліку запропоновано розрізати електродне покриття по 
вузловим концентричних колах. Опубліковані теоретичні дослідження в цьому напрямку не 
дають достатньої інформації аналізу цього явища, що і спричинило викладені в даній статті 
дослідження 

Одержано загальний розв’язок задачі про електромеханічні коливання п’єзокерамічної 
кільцевої пластини. Для пластин з радіальними розрізами електродного покриття  при різних 
умовах закріплення (вільний край – вільний край та жорстке закріплення – жорстке 
закріплення) чисельно визначено і проаналізовано спектри власних частот коливань і 
залежність  форм коливань від  числа і геометрії розрізів.  

Ключові слова: п'єзокерамічна кільцева пластина, радіальні розрізи покриття електродів, 
неосесиметричні електромеханічні коливання, спектри власних частот. 
 
Levchenko V., Bezverkhyi O., Mekievskyi O. 
HARMONIC OSCILLATIONS OF PIEZOELECTRIC ELECTROMECHANICAL 
CONVERTERS OF THE RING FORM WITH AZIMUTHAL SECTIONS OF 
ELECTRODES  

In piezoelectric vibrators of circular configuration, the own forms of axisymmetric vibrations, 
starting from the second natural frequency, have nodal concentric circles. Due to the emergence of 
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zones of tension and compression decreases the efficiency of electromechanical communication. In 
order to avoid such a drawback, it has been proposed to cut the electrode coating in nodal concentric 
circles. Published theoretical studies in this direction do not provide sufficient information for 
analyzing this phenomenon, which resulted in the research outlined in this article. 

The general solution of problem electromechanical vibrations of piezoceramic ring plate is 
obtained. For the plates with radial cuts of electrode covering and for boundary conditions rigid 
clamping - free edge, free edge - rigid clamping e the spectra of natural frequencies of vibrations are 
mode shapes for the first harmonics in the circumferential coordinate are identified are numerically 
determined and analyzed  

Keywords. piezoceramic ring plate, radial cuts of electrode covering, non-axisymmetric 
electromechanical vibrations, spectra of natural frequencies. 
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